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Lernziele und Uberblick

Statistische Versuchsmethodik Teil 1 (Design of Experiments / DOE)

Voraussetzungen
Um diese Lerneinheit bearbeiten zu kénnen sollten Sie vorher die folgenden Lerneinheiten
durchgearbeitet haben.

¢ GQM — Grundlagen des Qualitdtsmanagements (QM)
e MVM — Methoden, Verfahren und Werkzeuge

e MFU — Maschinenfahigkeitsuntersuchung
(wegen der statistischen Auswertung von Messreihen)

7
N

Lernziele

remziele Sie sollen nach Durcharbeiten dieser und der folgenden Lerneinheit die Grundprinzipien der

Statistischen Versuchsmethodik (StVM) verstehen und ihr groRes Potential zur effektiven und
effizienten Verbesserung von Produkten, Prozessen und Systemen einschatzen kénnen.

Sie verstehen den Unterschied zur traditionellen Vorgehensweise bei Versuchen, bei denen
immer nur ein Faktor variiert wird, um Effekte beziglich der zu optimierenden Zielgré3e
festzustellen.

Sie kdnnen aus Versuchsergebnissen Haupteffekte von Einflussfaktoren und eventuellen
Wechselwirkungen ermitteln, verstehen wie aus diesen Daten unter Umstanden ein
mathematisches Modell fiir den Prozess aufgestellt werden kann.

Gliederung der Lerneinheit

Gliederun
) 1. Zielstellungen und Grundprinzipien der Statistischen Versuchmethodik
2. Beispiel eines vollfaktoriellen Versuchs mit 2 Einflussgréen
3. Vollfaktorielle Versuchsplane
4. Varianzanalyse
5. Beispiel eines vollfaktoriellen Versuchs mit Erstellung eines Regressionsgleichung
{}} Zeitbedarf und Umfang
Zeitbedarf

Fir die Durcharbeitung dieser Lerneinheit benétigen Sie ca. 4 Stunden (240 Minuten).
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1 Zielstellungen der Statistischen Versuchsmethodik (StVM)

Die StVM ist ein Instrument der Qualitdtsverbesserung innerhalb des Qualitdtsmanagements
(Qm).

Sie erinnern sich dass das QM in Qualitatsplanung (QP), Qualitatslenkung (QL),
Qualitatssicherung (QS) und Qualitétsverbesserung (QV) eingeteilt werden kann. Dazu kam noch
die Qualitatsprifung (QPrf). Diesen Elementen des QM sind Qualitatsmethoden zuordbar, die in

anderen Lerneinheiten behandelt werden.

/— - Quality Function Deployment (QFD)

Qualitats-
planung _ _
{QP}' | - Fehlermaalichkeits- und Einflussanalyse (FMEA)
- Statistische Prozesslenkung (SPC)
Qualitats- :
lenkung
(QL)
Qualitats- Qualitats- —
management sicherung | a N
- Prozessfihigkeitsanalyse
(Q M ) (QS) . J
Qualitats-
UE‘I'|JE‘55&I'LII"IQ
(QU} Desi f E i ts (DoE)/
- o - Design of Experiments (Do
Q“Ir:?'llpl_:ﬁl‘trﬁ- Statistische Versuchsmethodik (StvM)

(QPrf)

\
- - Stichprobenprifungen zur Qualitdtslenkung und

Abb.: Elemente des ’ | -sicherung (auch nach DIN EN ISO 2859)
Qualitatsmanagements (QM)

« Effektive und effiziente Ermittlung und Quantifizierung des Einflusses (Effektes) von
Einflussgrufien (Faktoren) bezuglich definierter ZielgroRen (Qualitdtsmerkmale) bei
Produkten und Prozessen durch Versuche einschlief3lich méglicher Wechselwirkungen
(WW).

o Festlegen optimaler Wertebereiche von Einflussgrofien auf die Qualitat von Produkten und
Prozessen

o Bereitstellen von Daten und Auswertevorschriften zur Bildung von mathematischen Modellen
fur die Systemleistung.

Die Ihnen bekannte Vorgehensweise bei der versuchsgestiitzten Optimierung ist, dass bei
Vorhandensein mehrerer Produkt- oder Prozessparameter (auch als Faktoren oder
EinflussgréRen bekannt) im Experiment jeweils nur ein Faktor nacheinander variiert wird, die
Wirkung bzw. der Effekt beobachtet und vermutlich optimale Werte beziiglich der ZielgréRe
festgelegt werden. Dieser Ansatz wird gelegentlich auch OFAT-Methode genannt (OFAT — One
Factor at a Time) und ist im vielen Situationen wie bei physikalischen Experimenten durchaus
erfolgreich. In industriellen Anwendungen bestehen aber oft komplexe Wirkzusammenhange

zwischen mehreren Faktoren.
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Beispiel

Tab.: Niveauzuordnung

31.07.2023

Bei der StVM werden im Experiment mehrere Faktoren gleichzeitig nach einem Versuchsplan
geandert und die Wirkung der einzelnen Faktoren mittels einer Auswertevorschrift
herausgerechnet. Die Vorgehensweise ermdglicht auch die Ermittlung und sogar Quantifizierung
von Wechselwirkungen (WW) zwischen zwei und mehreren Faktoren auf die Zielgrof3e. Dabei ist
eine WW eine Wirkung eines Faktors in Abhangigkeit von der Auspragung eines anderen.
Bekannt ist die WW von Alkohol und Tabletten in Bezug auf die Fahrtlichtigkeit im
StralRenverkehr.

2 Beispiel eines vollfaktoriellen Versuchs mit zwei Einflussgréfen

Bei einem vollfaktoriellen Versuch werden alle EinflussgréRen (zumindest) auf 2 Wertestufen
eingestellt und dann mit diesen Wertestufen im Versuch miteinander kombiniert.

Merkmale des Versuchs

« Solch ein Versuchsplan hat die Notation 2X
e 2 ist die Zahl der Wertestufen bzw. Einstellniveaus im Versuch
e Kist die Zahl der im Experiment untersuchten Faktoren

e In unserem Fall hatten wir einen vollstdndigen Versuch der Form 22

Die Zahl der notwendigen Versuche N berechnet sich zu 22 = 4. Meist werden die Versuche mit
der jeweiligen Einstellungen wiederholt, um auch weitergehende Auswertungen vornehmen zu
kénnen.

Sie sehen aber auch, dass der Versuchsaufwand bei zunehmender Anzahl von Einflussgrofien
oder auch Zahl der Wertestufen im Experiment (z. B. 3 statt 2) exponentiell steigt. Bei einem

Versuchsplan der Form 25 hatte man schon 32 Versuche (ohne Wiederholung). Der Aufwand fiir

Versuche der Form 3K steigt sehr schnell in unrealistische Bereiche (deswegen sind 3X-Versuche
relativ selten und nur bis maximal 3 Parameter anzutreffen).

Nehmen wir an, dass die Zerreillfestigkeit eines Kunststoffteils optimiert werden soll. In einem
Brainstorming eines Teams sind 2 EinflussgréRen genannt und fur die 2 Wertestufen festgelegt
worden, um den Einfluss der Faktoren und das Vorhandensein méglicher Wechselwirkungen
festzustellen.

Durchfiihrung des 22-Versuchs

Zielgrofe: Zerreil¥festigkeit (N/mm?)

EinflussgroRen (Kurzformen A, B bzw. x 4, X5)
(Anmerkung x4, X, nimmt man, wenn weitere mathematische Messwertungen geplant sind.)
A (x4q) Temperatur

B (xo) Druck

Die Wertestufen werden mit ,-“ oder ,+“ codiert. Als ,-“ das niedrige und ,+“ das héhere Niveau;
vollstédndig ausgeschrieben misste man ,-1 und ,+1“ notieren.

Anmerkung: Die Wertestufen kénnen auch qualitative bzw. attributiver Form sein: Wenn z. B. der
Einfluss eines Lieferanten auf das Q-Merkmal vermutet wiirde, kbnnte der Lieferant ein Faktor
sein; ,-“ Lieferant x und ,+“ Lieferant y.

In unserem Versuch nehmen wir jetzt folgende Niveauzuordnung vor.

Faktor Faktorstufe

Temperatur - +
100°C 120°C

Druck 1 bar 3 bar

4 von 26


javascript:openGlossar('vollfaktorieller_versuch')

KVM - Klassische Versuchsmethodik

Abb.: Versuchsraum

Tab.: Planmatrix

Tab.: Durchfiihrung

Tab.: Ergebnis (Mittelwert aus
3 Wiederholungen)

31.07.2023

Wir kbnnen uns den sogenannten Versuchsraum grafisch so darstellen.

=
-1
=
R S o=
53— +1(4) (3) +1
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o
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31— -1 2) -1
| -1 +1
(]
100 120

Termperatur in °C (Faktor & bzw x,)

(1) bis (4) sind die Versuchspunkte

Aus dem Versuchsraum leiten wir fur den Versuch die sogenannte Planmatrix ab und fiihren die

Versuche durch.

Versuchs-Nr. A B
(Versuchspunkte) X1 X2
1 - -
2 + -
3 - +
4 + +
Versuchs-Nr. ¢1 32
(Versuchspunkte) °C) (bar)
1 100 1
2 120 1
3 100 3
4 120 3
Versuchs-Nr. Zugfestigkeit
(Versuchspunkte) [N/ MM?]

1 6,00

2 6,38

3 6,64

4 7,04

Instinktiv wiirde man sagen ,man nehme doch den Versuchspunkt 4, da hat man das beste
Ergebnis.” Leider ist das triigerisch, da wir nicht wissen, welchen Beitrag die einzelnen Faktoren
zum Ergebnis beitragen und ob Wechselwirkungen vorhanden sind. Der néchste Schritt ist die

Erstellung der Auswertematrix.
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Planmatrix

Versuchspunkt

3

4

Ergebnismatrix Auswertematrix
Faktor- Ergebnisse aus n Mittelwert Varianz Vorzeichenvorschrift fiir Effekt-
kombination | Wiederholungen und ggf. Koeffizientenermittlung
A Y1 Yn :,7 s? T A B AB
X1 X0 X1 X2 X1 X2
- +1 -1 -1 gl
+ +1 +1 -1 -1
- +1 -1 +1 -1
+ +1 +1 +1 +1

Kontrast 0, = Y~ ¢; -y = (Z(+) - Z(_))

(Linearer) dEffekt = Wirkung Wj =

Koeffizienten bj

Cj
2K71

(falls eine Regressionsgleichung aufgestellt werden soll)

Kontrast

Abb.: Linearer Effekt

31.07.2023

Tab.: Plan-, Ergebnis- und Auswertematrix

Der Reihe nach: Die Planmatrix findet sich etwas anders notiert in Spalte 2 und 3 der
Auswertematrix wieder. Die Auswertematrix besagt: um den Effekt eines Faktors zu ermitteln,
missen alle Ergebnisse bei denen der Faktor auf ,+“ Niveau steht zusammengezéahlt und davon
alle Ergebnisse bei denen das Faktorniveau auf ,-“ Niveau steht, abgezogen werden missen.
Man erhalt den sogenannten Kontrast. +1, -1 sind die Kontrastkoeffizienten.

Der Kontrast muss noch durch den Wert 25! dividiert werden, um den linearen Effekt des
jeweiligen Faktors auf die ZielgrofRe zu bestimmen.

Der lineare Effekt ist die mittlere Anderung der ZielgréRe bei Wechsel der Faktorstufen. Das
folgende Bild verdeutlicht den Begriff.

Effekt

K ist die Zahl der Faktoren in unseren einfiihrenden Beispiel K=2 und somit muss der Kontrast
durch 2 geteilt werden.

Auf Spalte 1 (T bzw. xg) gehen wir spater ein. Spalte 4 des Auswertematrix ist die

Rechenvorschrift zur Berechnung des Wechselwirkungseffektes. (Die Vorzeichen ergeben sich
aus der Multiplikation der Vorzeichen fur A, B).

Die faktoriellen Versuchspléne sind orthogonal, d. h. Faktoreffekte kbnnen unabhé&ngig
voneinander ermittelt werden. AuRReres Zeichen ist, dass in jeder Spalte die Vorzeichen - + gleich
haufig auftreten.

In unserem Beispiel sieht die Auswertematrix wie folgt aus.
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Tab.: Auswertematrix 22-
Versuch

Abb.: Balkendiagramm

Abb.: Effektdiagramme

31.07.2023

Auswertematrix 22-Versuch

Versuch A B g s? T A B AB
X1 X2 Xo X1 X2 X1 X2

1 - - + = = +

2 + - + + - -

3 o + + o + o

4 + + + + + +

Kontrast Cj — z ¢ ﬂ — (Z(+) — Z(_)) 26,06 0,78 |1,30 |0,02

Linearer Effekt Cj =W - 0,39 |065 |0,01
oK1 j

Koeffizienten bj = T] g CE

Xg = Gesamtdurchschnitt = %

xo — Regressionskonstante

Grafische Darstellung von Ergebnissen faktorieller Versuche. Die folgenden Abbildungen zeigen
die Mdglichkeiten der grafischen Darstellung der Versuchsergebnisse.

Zielgrote i

Signifikanzgrenze

Interpretation:

Starker Effekt B, schwacher Effekt A.

Keine WW AB, da WW in sogenannten Versuchsrauschen.

Haupteffekt A

ZielgroBe
A

Haupteffekt WW AB

ZielgréBe

A

3
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Interpretation:

Bei Vorhandensein eines WW sind die Effektlinien nicht parallel. Kombination A+ und B- optimal
wenn ZielgréRe maximiert werden soll.

Die Punkte 1 .. 4 entnimmt man der Ergebnismatrix

1A-B+ 2 A+ B+
3 A-B- 4 A+ B-
Scree Plot

(scree (engl.) = Ger6ll)

Grafische Varianzanalyse

Beispiel 22-Versuch (neben 2 Faktor-WW auch eine 3 Faktor-WW (ABC) mdglich)

S5(C)
® B“_ ___— hohe Signifikanz
.C{_ _— mittlere Signifikanz
/ _-keine Signifikanz
.AB J / '.
e J‘ﬂ 1
. o’c .
® .ABC
] | ] | ] ] ]
Abb.: Scree Plot 1 T T

1 1 I 1
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sag,

wisged

Formel

Beispiel

Abb.: Transformationsschema

Formel

31.07.2023

Hinweis auf mdgliche Ableitung einer linearen Regressionsgleichung aus den
Versuchsergebnissen

Die allgemeine Form der multiplen, linearen Regressionsgleichung fur 2 Faktoren lautet:

y =bg+ by -x1+by-x2+byp-x1x2

y = Zielgrofie

bo = Regressionskonstante = %

entspricht dem groRen Mittelwert (Gesamtmittelwert)

b4, by, b1z = Regressionskoeffizient

Die Regressionsgleichung heif3t multipel weil mehrere Faktoren (x4, Xo) vorkommen und linear

weil Faktoren nicht als Potenzen auftreten. Mit einer Regressionsgleichung ist (auf den
Versuchsraum beschrankt) das System auch fir Zwischenwerte darstellbar. Ob ein linearer
Ansatz gerechtfertigt ist, wird Gber eine (spater erlauterte) Rechnung geprift.

In unserem Falle lautet die lineare Regressionsgleichung, die aus dem 22-Versuch abgeleitet
werden kann:

Lineare Regressionsgleichung, abgeleitet aus dem 22-Versuch

y[N/mm?]=6,52+ 0,20 - x4 + 0,33 - xo + 0,01 - X4 - %o

Anmerkung: Die Wechselwirkung x4x, ist sehr schwach.

Wenn wir jetzt die Zugfestigkeit fir eine Prozesseinstellung von 110°C und 1,5 bar ermitteln
wollen missen wir allerdings — um unverfalschte Ergebnisse zu bekommen — x4 und x, nach den

folgenden Schema transformieren.

| » Originalwertebereich
der Einstellfaktoren
Eun B
s i Wertebereich
der normierten GroBen
-1 o +1

Zwischenwerte fiir x ergeben sich wie folgt

Lmazx _vain
2

Lmax — Lmin

2

x_

LREj —

X = realer Wert

XREj = nomierter Wert fir die Regressionsgleichung
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Fir x4 bei 110°C ergibt sich:

Berechnung von x4

Beispiel

1= 120—100
2

561:0

Da auch x, = 0 ist (wie oben ersichtlich) ergibt sich die Zugfestigkeit fur die Einstellung 110°C
und 1,5 bar zu:
y = 6,52 N/mm?

31.07.2023 10 von 26



KVM - Klassische Versuchsmethodik

Abb.: Struktur eines
vollfaktoriellen Versuchsplans

der Form 23 mit

Vorzeichenfolgen fiir die

Planmatrix

3 Vollfaktorielle Versuchsplédne

Beginnen wir mit dem Beispiel eines vollfaktoriellen Versuchsplan der Form 23

Den Versuchsraum eines 23-Planes mit den Faktoren A, B und C und den dazugehérigen

Einstellungen missen Sie sich wie folgt vorstellen:

P

s
/l
3r=L +1, -1 :

Die Plan- und Auswertematrix dieses 23-Plans ist in der folgenden Tabelle dargestellt.

7ol +1, +1

|
47+1, +1, -1

.
) +1, +1, +1

Sie enthalt die Vorzeichenfolgen fiir die Versuchseinstellungen, Spalten fiir die Ergebnisse und

die Vorzeichenfolgen fir die Berechnung der Haupteffekte A, B, C und der 2-Faktor-

Wechselwirkungen AB, AC, BC und der 3-Faktor-Wechselwirkungen A, B, C. Zusétzlich enthalt
sie eine Spalte zur Berechnung des Gesamtmittelwertes T aus den Versuchen und 2 Spalten zur
Berechnung des Mittelwertes aus den Versuchswiederholungen und die aus der Streuung der

Ergebnisse bei den Wiederholungen und die aus der Streuung der Ergebnisse bei den
Wiederholungen berechnete Standardabweichung 3.

Diese beiden Parameter brauchen wir fir eine weitere statistische Ausweitung, die als

Tab.: Plan- und Messwertematrix eines 23-Versuchs

Versuch Paran.1ete_r - Ergebnisse Vorzeichenvorschrift fiir Effekt- und ggf. Koeffizientenermittiung
kombination
A B C Y1----¥Yn y s? T A B AB C AC BC ABC
X1 X2 X3 X0 Xq X2 X1"X2 X3 X1 X3 X2 X3 X1"X2°X3

1 - - - + = = + = + + >

2 + - - + + - - - - + +

3 = + = + = + o = + = +

4 + + - + + + + - - - -

5 - - + + = = + + = = +

6 + - + + + - - + + - -

7 = + + + = + = + = + =

8 + + + + + + + + + + +

Kontrast (Y. — -y _

o=t 0 — Se; g (X 1) H ()
Linearer Effekt _Cj (= Wirkung W )
Koeffizienten by

31.07.2023
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Die Koeffizienten fir eine eventuelle Regressionsgleichung berechnen sich wie im 22-Versuch
schon dargestellt:

Formel Regressionskonstante b0 = %
W
Koeffizienten b, = —
J 2
Das heiltt die Regressionskonstante ist der Gesamtdurchschnitt aus allen Ergebnissen, die
Regressionskoeffizienten sind die halben Wirkungen (Effekte) von Faktoren und
Wechselwirkungen.
Die lineare, multiple Regressionsgleichung ergibt sich zu:
y = bo + bl'Xl + bz'Xz + b12'X1'X2 + b3'X3 + b13'Xl'X3 + b23'X2'X3 +
Formel b123'X1'X2'X3

Die Gleichung ist in dieser Form inpraktikabel. Viele Koeffizienten sind sicher nur durch das
Versuchsrauschen nicht gleich 0. Deshalb erfolgt eine Analyse, welche Faktoren und
Wechselwirkungen signifikant d. h. statistisch abgesichert relevant und welche nur zuféllig und
um einen kleinen Betrag von Null verschieden sind. Letztere werden in der Regressionsgleichung
weggelassen. Das Verfahren hei3t ANOVA — kurz fur Analysis of Variance (deutsch:
Varianzanalyse) — und wird in Abschnitt 4 erklart.

Diese Tabelle zeigt Planmatrizen fiir die vollfaktoriellen Versuchspléne der Form 22 - 25, Plane
der Form 22 und 23 kennen Sie schon.
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Tab.: Planmatrix fur
vollfaktorielle Versuchsplane

der Form 22 - 25

31.07.2023

25-Plan

24-Plan

23-Plan

22.plan

Versuch A B (o3 D E
1 - - - - -

2 + - - - -

3 - + - - -

4 + + - - -

5 = = + = =

6 + - + - -

7 o + + o o

8 + + + - -

9 - - - + -

10 + - - + -

11 - + - + -

12 + + - + -

13 - - + + .

14 + - + + -

15 - + + + -

16 + + + -

17 = = = = +
18 + - - - *
19 > + o o +
20 + + - = +
21 - - + - +
22 et - + +
23 - + + - +
24 + + + - +
25 - - = + +
26 + - = + +
27 - + - + +
28 + + - + +
29 - - + + +
30 + - + + +
31 = + + + +
32 + + + + +

Die Auswertematrizen der Plane 22 bis 2* sind in der folgenden Tabelle dargestellit.
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24-Plan
23-Plan
22_Plan 1,2,3,4 Index der Variablen (EinflussgréRen, Faktoren)x
Versuch T A B |AB [C |AC [BC ABC |D |AD BD ABD CD ACD BCD ABCD
0 112 (12 |3 |13 |23 |123 4 |14 24 124 34 134 234 1234
1 + - - + - + + - - + + - + - - +
2 + + - - - - + + - - + + + + - -
3 + - |+ |- - + - + - + = + + - + -
4 + + |+ |+ = = > = > = = > + + + +
5 + - |- + + |- - + - + + - - + + -
6 + + |- - + |+ - - - - + + - - + +
7 + - + |- + |- + - + - + - + - +
8 + + |+ |+ + |+ + + - - - - - - - -
9 + o = + = + + = + = = + o + + -
10 + + |- - - - + + + + = - - - + +
11 + - |+ - = + = + + = + = = + = +
12 + + |+ |+ - - - - + + + + - - - -
13 + - - + + - - + + - - + + - - +
14 + + |- = + + = = + + = = + + - -
15 + - |+ |- + |- + - + - + - + - + -
16 + |+ |+ + |+ + + + + + + + + + +

Tab.: Auswertematrix fir vollfaktorielle Versuchsplédne der Form 22 -4

31.07.2023
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Formel

Formel

Beispiel

31.07.2023

4 Varianzanalyse (Analysis of Variance ANOVA)

4.1 Vorbemerkung Begriff Varianz

4.2 Zweck und Methodik der Varianzanalyse

4.3 Ein einfaches Beispiel soll das Prinzip verdeutlichen

4.4 Formelzusammenstellung

4.1 Vorbemerkung Begriff Varianz

kennengelernt. Die Varianz ist die Summe der quadrierten Abweichungen der Einzelwerte vom

Mittelwert einer Verteilung. Die Bezeichnung ist 02 (bei Grundgesamtheiten) und s? bei

Stichproben. Zur Erinnerung: y Mittelwert der Grundgesamtheit, x Mittelwert der Stichprobe.

Stichproben

1 n 9
2 _ .
s = 1'2(% z)

i=1

n = Stichprobenumfang

Standardabweichung

Aus s2 ergibt sich die Standardabweichung zu

§ = S

S?und s sind Malie fiir die Streuung einer Verteilung. Wichtig ist dass man bei Addition von

Verteilungen zunéchst nur mit Varianzen arbeitet und nur aus dem Endwert eine

Standardabweichung berechnet.

Verteilungen

2 Verteilungen V4, V, werden addiert
Annahme: s1=4 s, =1

Resultierende Sges = ?

Rechnung Sges = m =416 +1

Sges = 4,12

Die Gesamtstreuung ist also deutlich kleiner (nicht 5!)
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4.2 Zweck und Methodik der Varianzanalyse

Mit der Varianzanalyse soll festgestellt werden, ob berechnete Effekte (Wirkungen) von Faktoren
eingeschlossen deren Wechselwirkungen tatsachlich signifikant sind. Sie erinnern sich: In
Abschnitt 3 war eine Regressionsgleichung mit 8 Gliedern aus einem 23-Versuch entstanden. Es
sollen mit Hilfe der Varianzanalyse nur Glieder mit statistischer Signifikanz weiter in Betracht
gezogen werden.

Der Varianzanalyse liegt folgende Uberlegung zugrunde:
Bei den Versuchswiederholungen entsteht eine Verteilung mit Mittelwert und Varianz s2.

Durch den Wechsel der Faktorstufen sind die einzelnen linearen Effekte auch als
Streuungsquelle der Versuchsergebnisse aufzupassen.

Man vergleicht nun die Streuungen - hervorgerufen durch den Wechsel der Faktorstufen - mit der
Versuchsstreuung mit Hilfe des sogenannten F-Tests. Wenn ein Grenzwert (aus Tabellen der F-
Verteilung) Uberschritten wird, gilt die Schlussfolgerung, dass der Faktor signifikant ist.

4.3 Ein einfaches Beispiel soll das Prinzip verdeutlichen

A B AB Y1 y2 y s?
- - + 10,0 9,0 9,5 0,5
m=4 + - - 20,0 21,0 20,5 0,5
! - + - 10,5 11,5 11,0 0,5
+ + + 19,0 18,0 18,5 0,5
Kontrast C 18,50 -0,50 -3,50
Linearer Effekt W 9,25 -0,25 -1,75
> der Quadrate S S | 171,13 0,13 6,13 > Quadrate der 2,0
(©) Wiederholungen
SSwW
Freiheitsgrad f (C) | 1 1 1 Freiheitsgrad der 4
Wiederholungen
Mittlere Quadrate 171,13 0,13 6,13 Mittlerer Quadrat 0,5
MS (C) der Wiederholungen
MSW

Anmerkung: Die Formeln und das Rechenbeispiel finden Sie in der Tabelle

m = 4 Versuchszeilen (Versuche)
n = 2 Versuchswiederholungen
y = Mittelwert (Index j)

s? = Varianz

> = Summe

SS = Summe der Squares

MS = Mean Squares (Varianz durch Faktorstufenanderung)
SS = Sum of Squares

MSW = Mean Squares Within (Varianz der Versuchstreuung)

Ein MaR fur den Einfluss eines Faktors ist das AusmaR des Uberschreitens der durch die
Stufenwechsel hervorgerufenen Streuung im Verhaltnis zur Versuchsstreuung mit Hilfe des F-
Tests.

MS(C)

F-Wert = ———=
T s w
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Tab.: F-Werte fir 95 %
Signifikanz (Auswahl)

Tab.: F-Werte fir 99 %
Signifikanz (Auswahl)

Tab.: F-Werte fur 95 % bzw.

99 % Siginifikanzschwelle

31.07.2023

F-Werte sind tabelliert fiir sogenannte Signifikanzniveaus (Aussagesicherheiten). Beachten Sie
dass die gréfRere Varianz immer im Zé&hler steht.

Dabei bedenken Fgys5 hat eine 95 %tige Signifikanz und Fgg hat eine 99 %tige Signifikanz.

In der anschlieBenden Auschnitten aus ANOVA-Tabelle werden die Einflisse der Faktoren mit
einem *-Symbol fur Signifikanzniveau 95 % (F > Fgs9,), d. h. Einfluss signifikant und mit **-

Symbol fiir einen hohen signifikanten Einfluss gekennzeichnet (F > Fggq,).

o F-Wert fur das Beispiel sind markiert.
o (F-Tabellen finden Sie im Netz.)

T 1 2 3 4 5 6 7
1 161,40 199,50 215,70 224,60 230,20 234,00 236,80
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21
7 5,32 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79
8 5,12 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50
LA 1 2 3 4 5 6 7
1 4052 | 4999,50 5403 5625 5764 5859 5928
2 98,50 99,00 99,77 99,25 99,30 99,33 99,36
3 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46
6 13,75 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26
7 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99
8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18
Quelle SS f MS = %(;? Fos o, Fog o, Signifikanz
A 171,13 |1 171,13 FA= % =342 7,71 21,20 | **
B 0,13 1 0,13 FB = % =0,26 7,71 21,20 |-
AB 6,13 1 6,13 FAB = % =12,26 7,71 21,20 |*
Versuchsstreuung | 2,00 4
(Wiederholung)
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Kennwert
Kontrast C

Linearer Effekt

Summe der Quadrate
SS (C)

(SS = Sum of
Squares)

Freiheitsgrad f

Mittlere Quadrate
MS(C)
(MS = Mean Squares)

Varianz s?

Summe der Quadrate
der Wiederholungen
SSw

(SSW = Sum of
Squares Within)

Freiheitsgrad der
Wiederholungen fyy

Mittlere Quadrate der
Wiederholungen MSW

4.4 Formelzusammenstellung

Die folgende Tabelle beinhaltet eine Formelzusammenstellung und ein Berechnungsbeispiel

(Beispielaufgabe).

Formel

C=) ¢y

E=FC
2k—1
S5(C) = =<

F(C) = Zahl der mdglichen
Einstellungen -1

__ 88(0)
MS(C) = 0
82 - Z(Z:ii_l?jz)

SSW = (n—l)*Zsj2

fw=Mm—-1)xm

MSW = 22
fw

Tab.: Formelzusammenstellung

und Berechnungsbeispiel

31.07.2023

Symbole

C; = Kontrastkoeffizient

1 = Faktornummer
Y= Mittelwert der Einstellungen
2 = Faktorstufen

K = Zahl der Faktoren

n = Zahl der Wiederholungen per
Einstellung

Anmerkung:

Freiheitsgrad = Zahl unabhangiger
Vergleiche

(bei Varianz n-1 da Mittelwert in
Formel enthalten)

i = Laufparameter flr
Versuchseinstellungen

j = Laufparameter flr
Wiederholungen

Anmerkung: Division mit n-1 der
s2-Berechnung wird hier wieder
rickgangig gemacht

m = Zahl der
Versuchseinstellungen

Berechnungsbeispiel

MS(4) = 12

1
=171,23
9 (10-9,5)+(9-9,5)°
517 = 21
SSW =

fw=(2-1)%x4=4,0

MSW =2 =0,5

C=
(+1) 20,5+ (+1) 18,5+ (-1) 9,5 +(-1) 11,0 =
18,5
18,5

A — F
= 9,25
SS(A) =

18,5?
1D () +(=1)*+(-1)?)
= 171,23
fA)=2-1

=0,5

(2—1)% (0,54 0,5+ 0,5+ 0,5)
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usag, 5 Vollfaktorieller Versuch mit Erstellung einer Regressionsgleichung am Beispiel
BE des Versuchs 2°
Wigse® Im labormaRigen Mafistab werden Probestabe aus einer NE-Metall-Legierung hergestellt, wobei

das Ziel eine moglichst hohe Kriechfestigkeit ist. Bei den durchzufiihrenden Versuchen sollen 3
Einstellfaktoren auf zwei Stufen variiert und als ZielgréRe jeweils die Zeit bis zum Bruch bei
ansonsten gleichen Bedingungen gemessen werden.

Die 3 Faktoren sind: untere Stufe E_. obere Stufe Eqp
x4 = Abschrecktemperatur 1.050 °C 1.150 °C
Xo = Auslagerungstemperatur 700 °C 800 °C

Tab.: Drei Einstellfaktoren X3 = Auslagerungszeit 2h 6h

Wie sie wissen ergibt sich ein 23-Versuchsplan der im vorliegenden Fall (Herleitung einer
Regressionsgleichung) nicht mit den Originalwerten der Stufen, sondern mit normierten Werten
gebildet wird. Mit der Normierung wird dem unteren Stufenwert jeweils die Zahl -1 und dem
oberen Stufenwert jeweils die Zahl +1 zugeordnet.

Exp.-Nr. X1 X2 X3
1 - - -
2 + - -
3 - +
4 + + -
5 - - +
6 + = +
7 - + +
Tab.: Vollstéandiger
Versuchsplan 23 8 i i u

Das Versuchsschema des Versuchsplans ist in der vorherigen Tabelle aufgefiihrt, wobei die
Notation die Ubliche Darstellung von Versuchsplanen fir weitergehende Modellrechnungen

entspricht.
|I| Bei Verbesserungsprojekten werden oft keine mathematischen Modelle ermittelt, sondern nur
Hinweis die problemverursachenden Faktoren einschlief3lich von Wechselwirkungen gesucht. Dann

erfolgt die Notation der Faktoren in der Form A, B, C, usw.

Die Kombinatorik findet man als die Ecken des in der folgenden Abbildung dargestellten
Woiirfels wieder.

Abb.: Kombinatorik des \
vollstéandigen faktoriellen -

Versuchsplans 23 mit 8 i ¥
unabhéngigen Einstellungen !
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Formel

Abb.: Abbildungsbereiche der
EinstellgroBen

Tab.: ZielgroBenwerte

Formel

31.07.2023

Im Originalbereich ergibt sich hingegen ein Quader, da die Faktorwerte unterschiedliche
Auspragungen haben. Deshalb ist eine Normierung erforderlich, um eine Regressionsgleichung
zu erstellen.

Der Ubergang zwischen dem normierten und dem Originalbereich wird durch die folgenden
Gleichungen beschrieben.

Normierung

E _ Enb+Eun

Entnormierung

Eob + Eun + Eob - Eun
L
2 2

B =

E = Einstellwerte

Das ihnen zu Grunde liegende Zuordnungsschema zeigt die folgende Abbildung.

| | > F Originalwertebereich
der Einstellfaktoren
Eun B
> X Wertebereich
der normierten GroBen
-1 0 +1

Bei der Erstellung der Regressionsgleichung muss beachtet werden, dass die Gleichung nicht
mit Originalwerten, sondern mit den entsprechenden normierten Grofen aufgestellt wird.

Nach der Realisierung des Versuchsprogramms fiir das Beispiel ergeben sich die
ZielgréRenwerte.

Exp.-Nr. | x1 x2 x3 y [N/'mm2]
1 + - - - 8,0
2 + + - - 27,9
3 + - + - 5,8
4 + + + - 43,0
5 + - - + 14,1
6 + + - + 7,0
7 + - + + 20,2
8 + + + + 30,2
b by b2 b y =22 =19,52

I ist die sogenannte Identitat. Diese Spalte dient zur Ermittlung der Regressionskonstanten bg.

Von seiner Konstruktion her ist dies ein linearer Versuchsplan mit drei unabhangigen Faktoren x;.
Hierfur kann ein linearer Regressionsansatz gemacht werden, dessen allgemeine Form so lautet:

y =bg+ b1 X1 °by X2+ b3-x3

Die Regressionskoeffizienten b0, b1, b2, b3 kénnen aus den Zielwerten geschétzt werden.
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1]

Hinweis

Beispiel

Formel

31.07.2023

Hinweis 1:
Dieser Ansatz enthalt (aus didaktischen Griinden) noch keine Wechselwirkung!

Hinweis 2:
Eine lineare Regressionsgleichung enthélt keine quadratischen Glieder (z. B. x?) oder Glieder
einer Ordnung der abhangigen Variablen x,.

Hinweis 3:
Es handelt sich um eine multiple Regressionsgleichung, da mehrere x vorkommen.

Berechnung

by =y = 19,52

b (-8+27,9—-5,8+43—-14,1+7—20,2+ 30,2) 60 75
1: = - ,
8 8

Entsprechend ergibt sich: b, = 5,275 und b; = -1,65
Das gewonnene Modell (zun&chst ohne Wechselwirkung) lautet also:
y=19,25+75 x4 +5274 - xo— 1,65 - x3

Wenn mit dieser Gleichung jetzt das Bruchfestigkeitsverhalten simuliert werden soll, so durfen
nur normierte Werte flr x; eingesetzt werden.

Beispielsweise ergibt sich fir den Einstellwert E; = 1.070 °C:

E— 0 1070 -1.100

1.150-1.050 50
2

Ir1 = —0,6

bzw. fiir die weiteren Einstellwerte E, 790 °C und E; = 5h:

790 — 750

0,8
50

T3 =—-— =0,5

Nach Einsetzen dieser Werte in die Regressionsgleichung folgt fir diesen Punkt
y=19,25+7,5-(-0,6) + 5,274 - 0,8 - 1,65 - 05 = 18,415 N/mm?

Die Gute der Modelle soll jetzt noch mit den Residuen und dem Bestimmtheitsmal kontrolliert
werden: Residuen sind die Differenzen zwischen gemessenen und aus der
Regressionsgleichung ermittelten Werten. Das BestimmtheitsmalR B ist der Quotient aus der
Summe der quadratischen Abweichungen der Einzelwerte der Messwerte und der Werte der

Regressionsgleichung vom ermittelten y.

Residuum d;

di:yl_gi
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BestimmtheitsmaB B

Formel 5

n ~ —

B_ > i1 (i — Y)

oy )2
> i1 (¥ —Y)
Y
-
-~
. 7
P
7 Regressionsgerade
gemessener /”
Wert bei x, g P -
Residuum
,_,»-"r'echnerischer y-Wert bei x, = ¢
,-f’
-~
.-—"/
7
-~ L
| |

I | X
Abb.: Regressionsgrade

Die Auswertung zeigt folgende Tabelle:

2
Exp.-Nr. y-Wert Reg.-Wert ¢ Residuum d; %
(vi—y)
1 8,0 8,40 -0,40 123,77 / 132,83
2 27,9 23,40 4,50 15,02 /70,14
3 5,8 18,95 -13,15 0,33/188,38
4 43,0 33,95 9,05 208,08 / 551,05
5 14,1 5,10 9,00 208,08 /29,43
6 7,0 20,10 -13,10 0,33/ 156,88
7 20,2 15,65 4,55 15,02/ 0,46
8 30,2 30,65 -0,45 123,77 / 113,96
B = 220 = 0,5586
y=19,525 A
(: 55,86%)
Tab.: Auswertung

Das Verhalten der Residuen mit wechselnden positiven und negativen Vorzeichen I&sst keine
Systematik erkennen, was insofern ganz gut ist. Die Residuen-Werte sind allerdings recht hoch.
Ergénzend weist das Bestimmtheitsmall mit 55,9 % eine ebenfalls nicht sehr gute Anpassung
aus. Allgemein wird ein Bestimmtheitsmal B von > 80 % als ausreichend angesehen.

Aus diesen beiden Erkenntnissen kann geschlossen werden, dass das Modell zu ungenau ist,

weil wahrscheinlich Wechselwirkungen existieren.

Die folgende Tabelle enthélt das komplette Auswerteschema mit Wechselwirkungen.

Exp.-Nr. | x1 x2 x3 X1X2 X1X3 X2X3 | X{X2X3 y [N'mm2]

1 + - - - + + + - 8,0

2 + + - - - + + 27,9

3 + - + - - + - + 5,8

4 + + + - + - - - 43,0

5 + - - + + - - + 141

6 + + - + - + - 7,0

7 + - + + - - + 20,2

8 + + + + + + + + 30,2
Tab.: Auswerteschema mit bo b1 ba b3 b1z b1z ba3 b123 y = @ =19.52
Wechselwirkungen. 8 Y

31.07.2023
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Tab.: Neue Auswertung
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Mit Beriicksichtigung der drei méglichen 2-Faktor-Wechselwirkungen lautet die Modellgleichung:

y =bg+bi:-x1+by:xp+b3-x3+b1p:X1:XxX2+by3:x1x3+by3:x%x2"x3

Es ergeben sich die neuen Koeffizienten zu

8 —27,9—5,8+43+14,1 — 7 — 20,2 + 30,2

—4,3
8

b2 =

bzw. wieder entsprechend: by, = =6,775 und b,z = 2,05.

Die Regressionsgleichung fur das erweiterte Modell lautet somit:
y=19562+75 -%x1+5275 - % +165-x3+4,3 X1 % —6,775 - X1 - x3+2,05- %, - X3

Hierzu ist in der folgenden Tabelle eine neue Auswertung vorgenommen worden:

5 =2
Exp.-Nr. y-Wert Reg.-Wert 3 Residuum dj %
(yi—9)
1 8,0 7,98 -0,025 133,29/ 132,83
2 27,9 27,92 -0,025 70,48 /70,14
3 58 5,82 -0,025 187,83 / 188,38
4 43,0 42,97 0,025 549,67 / 551,08
5 141 14,12 -0,025 29,21/29,43
6 7,0 6,98 0,025 157,38 / 156,88
7 20,2 20,17 0,025 0,42/ 0,46
8 30,2 30,22 -0,025 114,38 / 113,96
y = 19,525 B_ 1.242,66 — 99.96
1.243,16 ’

An den Residuen und dem sehr hohen Bestimmtheitsmal B wird ersichtlich, dass die
durchgefiihrte Modelloptimierung vollkommen ausreichend ist und die 3-Faktorwechselwirkung
(wie in der Praxis haufig vorkommend) nicht beriicksichtigt werden muss.
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Zusammenfassung

il

v

Faktorielle Versuche bilden den Kern der Statistischen Versuchsmethodik.

Mit den standardisierten Plan- und Auswertematrizen ist getrennte Ermittlung von Haupt- und
Wechselwirkungeseffekten méglich.

Vollfaktorielle Versuche werden meist nur mit 2 Einstellniveaus und bis zu maximal 5
EinflussgréfRen realisiert, da der Versuchsaufwand exponenziell steigt.

Die Bezeichnung eines vollfaktoriellen Versuchs hat die Form 2K oder 3K, wobei 2 bzw. 3 die
Zahl der Einstellniveaus in Versuch und k die Zahl der Faktoren im Experiment ist.

Teilfaktorielle Pléane, bei denen nicht alle Kombinationen realisiert werden, erfordern viel
praktische Erfahrung, da Vermengungen auftreten, d. h. falls Wechselwirkungen auftreten,
kénnen unter Umstédnden Haupt- und Wechselwirkungen nicht richtig ermittelt werden.

Aus Versuchsergebnissen sind die Entwicklungen von multiplen Regressionsgleichungen
mdglich.

Statistische Signifikanztests erlauben die Reduktion der Gleichungen auf die tatsachlichen
EinflussgréRRen.
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Formulieren

=
=

Berechnen

Zeichnen / Entwerfen

31.07.2023

Wissensiiberpriifung

Ubung KVM-01

Verbesserungsprojekt

Was verbirgt sich hinter dieser Aussage? (5 Stichworte)

Lésungshinweis (Siehe Anhang)

Bearbeitungszeit: 15 Minuten

In einem Beispiel Uber ein Verbesserungsprojekt ist der Begriff 23-Versuch zu finden.

Ubung KVM-02

Sinkzeit Segelflugmodell

Bei einem Versuch der Form 22 soll die Sinkzeit eines Segelflugmodells optimiert
werden. Im Versuch untersuchte Einflussgréen sind:

A Hoéhenruderflache in cm? und
B Spannweite in cm

Plan- und Ergebnismatrix ergaben folgende Werte (nach Wiederholungen)

Versuch A B AB y [sec]
1 - |- |+ 45

2 + - - 59

3 - + - 82

4 + + + 132

Ermitteln Sie die Haupt- und den Wechselwirkungseffekt
Lésungshinweis (Siehe Anhang)

Bearbeitungszeit: 30 Minuten

Ubung KVM-03

Wechselwirkungsdiagramm erstellen

Stellen Sie Effekte A und B aus Aufgabe 2 in einem Effekt- und die Wechselwirkung
AB in einem Wechselwirkungsdiagramm dar.

Lésungshinweis (Siehe Anhang)

Bearbeitungszeit: 45 Minuten
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Appendix

Ubung KVM-01

o Vollfaktorieller Versuch

¢ 3 Faktoren im Versuch

o Jeweils 2 Wertestufen (Niveaus) bei Variation der Faktoren

¢ 8 Versuche (ohne Wiederholungen)

« Effekte (Wirkungen) der Faktoren und Wechselwirkungen quantifiziert ermittelbar

Ubung KVM-02

e Kontrast A = 64
e Kontrast B =110
e Kontrast WWAB = 36

o Effekt (W)A = 32
« Effekt (W)B = 55
« Effekt WWAB = 18

Ubung KVM-03

¥ ¥
107 L s
95,5 1 X
mittlerer
mittlerer Effekt B
Effekt A
63,5 ! 52 - !
) | | B
- + - +
Effektdiagramm fir Faktor A Effektdiagramm fir Faktor B
A, A
¥
132 -
By 132 82 (B+ A+)
82
B 59 45 (B A-)
(B- A4)
59 1
Flir WW-Diagramm: 45 1 (B A-)
1 —8
- +

WW-Diagramm
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